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37. Die Hopf-Invariante.
Es sei f : §?"~1 — S" eine glatte Abbildung, a ein Erzeuger von H*(S™). Dann
existiert ein w € Q"71(52"71) 50 daB f*a = dw. Wir definieren die Hopf-Invariante
von f durch H(f) = [gon—1 w A dw. Zeigen Sie, daB gilt:

(a
(b
(c
(d

) (1 Punkt) Die Definition von H(f) ist unabhéngig von der Wahl von w.
) (1 Punkt) Fiir n ungerade ist H(f) = 0.
) (1 Punkt) Homotope Abbildungen besitzen dieselbe Hopf-Invariante.
) ( )

1 Punkt) Die Hopf-Invariante fiir die Hopf-Faserung f : S3 — S2 ist 1.

38. Lineare Algebra von Vektorbiindeln.
Es seien F, F' Vektorbiindel iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dal E & F, F ® F, A\?E, E* und Hom(E, F') Vek-
torbiindel iiber M sind, indem Sie eine lokale Trivialisierung konstruieren und

die Ubergangsabbildungen angeben.
(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf§ gilt: Hom(E, F) ¥ E® F*.

(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB gilt: QI(M) = T'(M,A\?T*M), wobei T*M das
Kotangentialbiindel ist, d.h. T*M = (T'M)*.

39. Tautologisches Biindel auf RP™.
Es sei E = {({,x) € RP" x R"! |z € (}. Zeigen Sie, dafB} gilt:

(a) (2 Punkte) E ist ein Geradenbiindel iiber RP". Das ist das tautologische oder

universelle Biindel.
(b) (1 Punkt) RP! ~ S*,
(c) (1 Punkt) Der Totalraum von E* — RP! ist ein offenes Mobiusband.



40. Unterbiindel und Normalenbiindel.

(a) (1 Punkt) Es seien E, E’ Vektorbiindel iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M
mit Ubergangsabbildungen Jap bzw. 9(/15 beztiglich einer offenen Uberdeckung
{Ua}taca von M. Zeigen Sie, daB gilt: Falls fiir alle p € U, N Uy die Matrix

Gap

94,3 von der Form ist, dann ist F ein Unterbiindel von E’, d.h. es

hap
gibt eine kanonische Injektion £ — E’.

(b) (1 Punkt) Es sei E ein Unterbiindel von E’, dann existieren Ubergangsabbildungen
von der Form in Aufgabe a) und hqgp sind die ﬂbergangsabbildungen des Kok-
erns G = E'/E.

(¢) (1 Punkt) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S eine Untermannig-
faltigkeit mit Inklusion ¢ : S — M. Wir definieren das Normalenbiindel von S
in M durch Ng/j; = coker(T'S — i*T'M = TM]|s). Bestimmen Sie eine Basis
von Schnitten von Ng/s.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dafl das Normalenbiindel von S™ in R"*! trivial ist.
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